Université Paris Dauphine
2022-2023

Introduction aux séries temporelles
Examen du 09/01,/2023

Durée 2 heures - Documents et calculatrices non autorisés

Exercice 1 (Sur 8 points) Soit X = (X});cz un processus stationnaire centré. Pour n € N,
n>1etteZ, on pose on,; = Var(X; — proj(Xy, Hy—1,,)) ot Hi_1,, = Vect(Xy_y, k€ {1,...,n})
et proj désigne la projection orthogonale dans L2.

1.

Montrer que, pour tout n € N, n > 1, il existe des réels (c, k)k=1,..n, que l'on peut choisir
indépendants de t, tels que proj(Xy, Hi—15) = > p_q 0k Xt—k pour tout t € Z.

. En déduire que o2 ne dépend pas de t.

Montrer que la suite (02) posséde une limite, notée o2, lorsque n tend vers +oo.

On dit que X est déterministe si

X € Vect{Xs, s<t—1} vVt € Z,
ol 'adhérence est prise au sens L2.

Montrer que X est déterministe, si et seulement si, oo, = 0.

. Dans cette question on suppose que X est un processus harmonique : il existe deux variables

aléatoires A et B, indépendantes, de carré intégrables, centrées et de variance 1, et un réel
0 €]0, | tels que Xy = A cos(0t) + Bsin(ft) pour tout ¢ € Z. Montrer que X est déterministe.

Solution :

1.

Soit n € N, n > 1 et s,t € Z. Comme proj(X¢, Hy—1,,) appartient & H;_q p, il existe réels
(o) k=1,...n tels que proj(Xe, Hi—1n) = > py On k Xi—k. Vérifions que proj(Xs, He—1,) =
22:1 o, 1 X s—k, ce qui montrera que les coefficients ne dépendent pas de ¢t. En effet, la variable
aléatoire Y := > ' | a1 Xs_ appartient & Hs_1,. De plus, pour tout [ € {1,...,n}, (les
v.a. X; étant centrées)

n

(X: =Y, Xo ) =E[(X, - V)X =E [Xo Xy = Y o i [Xop X,

k=1
= x(D) = > anpyx (= k) =E[Xe X ] = > B (X 5 X )
k=1 k=1
= <Xs - Pl"Oj(Xt, Ht,—l,n)v Xsfl> =0.
Cela montre que X; —Y est orthogonal a tous les X, avec [ € {1,...,n} et donc & Hs_1 .

Par caractérisation de la projection orthogonale, on en déduit que Y = proj(Xs, Hs_1,).



2. Fixons t € Z. On remarque avec les notations de la question précédente (et comme les v.a.
sont centrées) que

n n
02 = Var(X; — proj(Xy, Hio10) = | X0 = Y anp X = 1Y anp X%,
k=1 k=0

en posant oy, 0= —1. Donc

n n
Var(Xy — proj(Xy, Hi-10)) = Y om0 B [Xe x Xo ] = > anpanivx (i — k).
ik=0 i k=0

Cela montre que o2 ne dépend pas de t.

3. Par définition de la projection orthogonale, Var(X; — proj(X;, H;—1,)) n'est rien d’autre que
de carré de la distance d(X¢, Hy—1,,) de X¢ & Hy—1,,. Comme Hy_1,, C Hy1 541, on en déduit
que

op = d*(Xy, Hy 1) > d*(Xe, Hy1 1) = 000y

La suite (02) est donc décroissante, minorée (car positive) : elle possede une limite, notée

o2, lorsque n tend vers +oo.

4. On suppose que X est déterministe. Soit ¢t € Z. Il existe une suite (Y,,,) dans Vect{X;_x, k >
1} qui tend vers X dans L? lorsque m — +oo. Par définition de Vect{X; j, k > 1}, pour
tout m € N, il existe n € N, n > 1, tel que Y,,, € H;_1,. Donc

0% < op < XXy, Himrn) < Vi — Xo
On fait tendre m — +o00 pour obtenir,

02 < lim ||V, — X¢|? =0,

m——+00
S0it 05y = 0.
Inversement, supposons que o, = 0. Soit ¢ € Z. Comme

02 = Var(X; — proj(Xs, Hi—1,))

tend vers 0 lorsque n — +oo, ou Y, := proj(Xy, Hy—1,) appartient & Vect{X;_, k > 1},
on en déduit qu'il existe une suite (Y;,) de Vect{X;_x, k > 1} qui tend vers X;. Donc
X, € Vect{Xs, s <t} et X est déterministe.

5. Vérifions d’abord que A et B appartiennent a H;_1 . En effet, comme

(X )-m(5) e (20072 i a))

avec det(M) = cos((t—1))sin(0(t —2)) —sin(A(t—1)) cos(6(t —2)) = sin(#) # 0, on en déduit
que A et B sont combinaison linéaire de X;_1 et X;_5 et donc que A et B appartiennent a
H;_15. Donc X;, qui est combinaison linéaire de A et B, appartient aussi a H;_; 2, et par

conséquent a Vect{X,, s <t}. Cela montre que X est déterministe.



Exercice 2 (Sur 12 points) Dans tout l'exercice, Z est un bruit blanc centré et de variance 1.
1. (Analyse d'un processus ARMA bien posé) On considere 1’équation

5) 1
Y = gyt—l - EYt_Q + Zt, vt € Z.

(a) Montrer que cette équation posseéde une unique solution stationnaire et que cette solution
est causale.

(b) Déterminer explicitement Y; en fonction de (Z;_k)ken-

2. On considere maintenant 1’équation
1
X = _E(Xt_l —4X: o+ Xt_g) + Z, vVt € Z.

On veut montrer que cette équation ne possede pas de solution stationnaire. Pour cela on
raisonne par l’absurde en supposant que cette équation posseéde une solution stationnaire X.
Soit vx sa mesure spectrale.

(a) Posons ®(z) = 1+ g(z — 42 + 2%). Montrer que, pour toute fonction continue et
2m—périodique f: R — R, on a
1

9 2
vx (du) = f(u)2—du
0 s

2m
| sl
0

(b) (question plus délicate) Pour 6 > 1, on pose fs(u) = 1/(0 + cos(u)). Montrer que la
2
fonction u — f(;(u)‘CI)(ew)

une contradiction.

est bornée sur R indépendamment de 6 > 1 et en déduire

3. Soit X le processus défini par récurrence par X_1 = X_o=X_3=0e¢et
1
X = —6(Xt_1 —4X; o+ Xt_g) + Z, Vit € N.

(a) Vérifier que Y; défini par Y; := X; + X,_; pour tout ¢ > 0 satisfait

. 5. 1~
Y = éyt—l - EYt_Z + Zi, vVt €N,

avec Y1 = }7_2 =0 et que

t
Xe=> (-1)"y,  vteN
k=0

(b) (question plus délicate) Soit (Y;) le processus stationnaire défini a la question 1. Montrer
que .
lim ||Y: — Y2 =0.
t——+o0

(Indication : on pourra poser Wy = Y; — fft et trouver une relation matricielle entre
(Wi, Wi—1) et (Wy—1, Wi—2).)



Solution :

1.

(a)

D’apres le cours, I’équation

Y, = §Yt_1 — 1Yt_g + Zy, vVt € Z.
6 6
possede une unique solution stationnaire, des que le polynéme ®(X) =1 — %X + éX 2
ne possede pas de racine de module 1. De plus cette solution est causale des que les
racines de ® sont en dehors du disque unité. Ici, on note que les racines sont 2 et 3,
qui sont bien en dehors du disque unité. Donc I’équation posseéde une unique solution
stationnaire et cette solution est causale.

On sait que la solution Y est donnée par Y = F,Z, ot a € {}(Z) tel que

i i VzeC, |z =1
apz = z Z| = 1.
kio k (P(Z)’ Y

1 1 1

®(z) 1-gz—gz2  (1-(2/2)(1—(2/3))

B 3 B 2 _ S —kk _ S —k k
C1-(2/2) 1-(2/3)) 3;:()2 QkZ:O?)

- i(g(r’f) —2(37F))".

k=0

D’olt ay = (3(27%) — 2(37%)) pour tout k € N (et ap = 0si k < 0). On en déduit que
[ee]

V=) (327" =232 VteL
k=0

Définissons 1’élément 3 € ¢1(Z) par By = 1, B1 = —1/6, fo =2/3, B3 = —1/6 et B =0
sinon. Alors ®(z) = Y, ., Bx2" pour tout z € C, |z| = 1 et donc FgX = Z. Un théoréme
de cours sur les mesures spectrales affirme alors que px et pz sont liées par la relation :

|P(e") P px (du) = pz(du).

Dong, pour toute fonction continue et 2r—périodique f: R — R, on a

27 2T

; F(u)| (™) pux (du) = | fwnz(du).

Or un autre théoreme de cours affirme que, comme Z € BB(0,1), puz a une densité (par
rapport & la mesure de Lebesgue) qui est constante et donnée par uz(du) = 1/(27)du.
D’ou, pour toute fonction continue et 2r—périodique f : R — R,

9 2 1
vx(du) = f(u)Q—du.
0 s

2m
| sl
0



(b) On note que ®(2) = —(1+2)(1 — 2z + £z%), et donc que

(1 + cos(u))? + (sin(u))?

. . 5 . 1 .,
Pt 2 _ 1 zu2177w+72’m2: 7
PR = f(w)|T 4+ €21 = St e e e ()
ou g(u) = |1 - %ei“ + %ezi“\Q est une fonction continue, 2w —périodique et donc borné

(indépendamment de J). On a

(1 + cos(u))? + (sin(u))?
0= J + cos(u)

1 + cos(u)
0 4 cos(u)

< 1+ cos(u) + (1 — cos(u)) < 2.

2
puisque 0 + cos(u) > 1+ cos(u) > 0. On en déduit que la fonction v — f(;(u)‘q)(e’“)

)
est bornée sur [—1, 1] uniformément en § > 1. Par conséquent

. ! . w2
/0 370 T eos@) =, oI Fax(du)

est borné indépendamment de § > 1, ce qui est impossible puisque, par convergence
monotone et lorsque § — 17, cela impliquerait que I'intégrale

21 1
/0 27(1 + cos(u)) du

converge.

(a) On note d’abord que YV i=X 14X o=0etY y=X_5+X_35=0. De plus, pour
tout t € N,

~ 1
Yi=X; + Xy 1= —E(Xt—l —4X; 9o+ Xy 3)+ Zi + Xy
5 2 1 5 1
=X+ ;X202 Xe 3+ 2= (X1 + Xyp2) — (Xp3+ Xy 0) + 74
6 3 6 6 6
5~ 1+
=-Y1—=Y 2+ 7.
Glt-1 T g2 + 2y
L’égalité
¢
Xy=) (-1)"*Y;  WVteN
k=0
se vérifie facilement par récurrence : I’égalité est vraie pour ¢ = —1. Supposons-la vraie

pour un certain ¢t > —1. Alors, par hypothese de récurrence,

t t+1
Xip1 =Yg = Xp = Vi — Y (1) =) (=)
k=0 k=0

On conclut par récurrence.

(b) Posons W; =Y; — Y;. Notons que, pour tout ¢ > 0, on a

5 1 5~ 1~ 5 1
Wy = (6}/}_1 — 65/;5—2 + Zi—) — <6Y;_1 - EY%—Q + Z) = EWt—l - EWt—Q'



Donc, pour tout t > 0, on a

Wi W1 — gWieg > ( Wi ) . (
= =A A=
( Wi ) ( Wiy Wi o ) ™"
Par récurrence, pour tout t > 0,
() (32)
Wi_1 Y

puisque Y_; = Y_y = 0. Or les valeurs propres de la matrice A vérifient A\2 — %)\—F% =0,
et sont donc 1/2 et 1/3. La matrice A est donc diagonalisable et il existe une matrice P

telle que
A:P<1/2 0 )Pl

— oot
o |

[N

N—

0 1/3

ce qui implique que

1/2t+1 0 _
t+1 __ 1
ATl =p < 0 13 P

En travaillant en norme matricielle, on en déduit que, p.s.,

t —(t41) -1 W_1
< .
1w, )=z enemen (gt )i

(la norme || - || est ici la norme euclidienne de R?). En prenant la norme dans L?, on en
déduit finalement que

W, B -
[Wello < ] ( Wtjl > 2 < 27D PP max{ Wi ]l2, [W-z]2}.

Cela prouve que
lim [|Y; = Yil[2 = lim [|[Wi2 = 0.
t—+00 t——+o0



